
Мелешкин Г.А., Меркурьев Г.В.Устойчивость энергосистем. Книга 1. 
Глава 2. Движение синхронной машины с позиции аналитической динамики 28 

Глава 2 
Движение синхронной машины 

с позиции аналитической динамики 
 

§ 2.1. Основные положения аналитической динамики 
 
Аналитическая динамика, родоначальником которой является 

Лагранж, при помощи средств математического анализа изучает дви-
жение материальных точек или систем, которое вызвано их взаимо-
действием*. 

 

Система материальных точек называется голономной, если всякое 
ее перемещение, определяемое любым бесконечно малым изменением 
координат, является возможным. Число степеней свободы голономной 
системы всегда равно числу независимых координат, необходимых 
для определения ее конфигурации. 

Примером голономной системы может служить гладкий шар, на-
ходящийся на гладкой поверхности. При движении шара в любом на-
правлении по плоскости перемещение точки касания может опреде-
ляться любым бесконечно малым изменением координат без наруше-
ния связей в этой системе. 

Примером неголономной системы может служить граненый шар, 
находящийся на той же гладкой поверхности. Очевидно, при движении 
граненого шара в любом направлении по плоскости перемещение точ-
ки касания не может определяться любым бесконечно малым измене-
нием координат, ибо происходит нарушение связей: шар может под-
няться на ребро или опуститься на плоскость грани. 

Технические задачи, как правило, приводятся к рассмотрению го-
лономных систем. 

Если конфигурация голономной системы материальных точек 
в момент времени 
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t  обозначена координатами  а какая-
нибудь одна точка системы с массой  – координатами  от-
носительно неподвижной прямоугольной системы осей, то последние 
координаты, в силу известной структуры материальной системы, мо-
гут быть выражены в функции координат q  [15] 
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* Lagrange J.L. Mecanigue Analytigue, 1788. 
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Если компоненты равнодействующей всех сил, действующих на 
рассматриваемую точку массой , имеют величины , то 
движение этой точки в соответствии со вторым законом Ньютона оп-
ределяется уравнениями 
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Умножая эти уравнения соответственно на частные производные 
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а затем, распространяя результат на все точки системы, можно получить 
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Заметив, что частные производные 
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После преобразований левая часть равенства (2.2) представится в виде 
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Выражение 
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2
1

iii
i

i zyxmT &&& ++= ∑     (2.4) 

определяет кинетическую энергию системы, состоящей из материаль-
ных точек . Структура исследуемой системы всегда известна, и по-
этому кинетическую энергию можно выразить в виде функции коор-
динат , т. е. 

im

tqqqq nn ,...,,,...,, 11 &&

( ) .,...,,,...,, 11 tqqqqTT nn &&=  
Эту функцию можно представить в конкретной форме, учитывая, 

что 
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т. е.  являются линейными функциями от .  Отсюда 
следует, что функция  определяемая по формуле (2.4), есть квадра-
тичная функция от  Действительно, для голономной системы 
со стационарными связями, имеющей  степеней свободы, радиус–
вектор любой точки системы является функцией обобщенных коорди-
нат этой системы: 

iii zyx &&& ,, ...,,1 nqq&
,T

n

( ) ,...,, nii qq1ρ=ρ  следовательно, скорость каждой 
точки системы равна 
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Кинетическая энергия рассматриваемой системы выражается 
формулой 
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и поэтому имеем 
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Отсюда видно, что кинетическая энергия системы есть однородная 
квадратичная функция обобщенных скоростей  с коэффициен-
тами, являющимися функциями обобщенных координат, т. е. 
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Разлагая каждый из коэффициентов в ряд Маклорена по степеням 
обобщенных координат, получаем 
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При исследовании малых отклонений системы от положения рав-
новесия в этом равенстве ограничиваются первыми, постоянными чле-
нами, которые называются коэффициентами инерции и обозначаются 
следующим образом 

( ) ( ) ....,, ikikik iMM == 000  
Тогда на основании формулы (2.5) величина кинетической энер-

гии может быть определена в виде 
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что означает суммирование по всем координатам и по всем материаль-
ным точкам системы, имеющим коэффициенты инерции . Величина iki
T  определяется здесь с точностью до величин второго порядка мало-
сти. 

Возвращаясь к уравнению движения (2.2) и производя соответст-
вующую подстановку (2.4) в формулу (2.3), имеем 
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Преобразование правой части уравнения осуществляется сле-
дующим образом. Если система материальных точек получила пере-
мещение и координата  принимает значение kq kk qq δ+ , а остальные 
координаты остаются неизменными и связи в системе, в силу ее голо-
номности, не нарушаются, то координаты точки принимают значения 
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и работа всех сил, действующих на все точки системы, равна 
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Все силы, приложенные к системе материальных точек и произ-
водящие работу, в аналитической динамике называются внешними 
силами. Поэтому последнее выражение представляет собой сумму ра-
бот внешних сил при перемещении системы. 

Так как структура исследуемой системы и приложенные силы из-
вестны, суммарная работа этих сил может быть определена в виде 
функции 

( ) kn qtqq δΛ ,...,,1 .    (2.8) 

 Тогда дифференциальные уравнения системы материальных точек 
могут быть записаны в виде системы уравнений движения Лагранжа 

Центр подготовки кадров энергетики www.cpk-energo.ru 
Санкт-Петербург  (812) 556-91-85 
 

32

( )....,,1 nk
q
T

q
T

td
d

kk
=Λ=

∂
∂

−
∂
∂   (2.9) 
&

Внешние силы, действующие на систему, могут быть консерва-
тивными и неконсервативными. 

Работа консервативных сил при перемещении точек системы из 
конфигурации ( )010 nqq ...,,  в основную конфигурацию ( )nqq ...,,1  яв-
ляется функцией от этих координат, независимой от вида перемеще-
ния. Примером может служить работа силы тяжести при перемещении 
точки массой m из положения, определяемое высотой , в положение 
с высотой , величина которой  не зависит от пути пере-
мещения. 

0h
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Функция работы подобных консервативных сил называется потен-
циальной энергией системы в конфигурации ( )nqq ...,,1  и обозначается 

( )nqqV ...,,1 . 
При бесконечно малом перемещении системы, определяемом 

приращениями координат ,...,,1 nqq δδ  в основную конфигурацию ра-
бота внешних сил равна бесконечно малому уменьшению функции V  
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и тогда уравнения Лагранжа для системы, внешние силы которой яв-
ляются консервативными, принимают вид 
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где потенциальная функция может быть определена с точностью до 
величин второго порядка малости в виде 
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VCCЗдесь  – коэффициенты жесткости связей в системе. 

В некоторых случаях появляется возможность ввести потенци-
альную функцию V  и для таких динамических систем, у которых дей-
ствующие силы Λ  зависят не только от значения координат, но и от 
скоростей и ускорений. 

 может быть представлена в виде Если величина Λ
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где V , то уравнения Лагранжа принимают вид ( )nn qqqqV && ...,,,...,, 11=

Центр подготовки кадров энергетики www.cpk-energo.ru 
Санкт-Петербург  (812) 556-91-85 
 

33

kkkk q
V

dt
d

q
V

q
T

q
T

dt
d

&& ∂
+

∂
∂

−=
∂
∂ ∂ .−

∂
∂    (2.13) 

Лагранж ввел функцию 
,VTL −=       (2.14) 

названную им кинетическим потенциалом системы, которая позволяет 
уравнение движения (2.13) представить в форме 
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Следовательно, динамическое состояние системы материальных 
точек, подвергнутой действию консервативных сил (т. е. сил, для ко-
торых справедлив закон сохранения энергии) и имеющей возможность 
перемещаться при любом бесконечно малом изменении координат, 
полностью характеризуется кинетическим потенциалом системы. 

В консервативных системах, связи между точками которых не за-
висят от времени, сумма кинетической и потенциальной энергии есть 
постоянная величина, называемая полной энергией и выражающая 
закон сохранения энергии в подобных системах. Но имеются такие 
динамические системы материальных точек, для которых указанный 
закон сохранения энергии не соблюдается, и часть ее при движении 
системы переходит в другие виды энергии. Примером может служить 
превращение механической энергии в тепловую. 

Системы, обладающие подобным свойством, называются дисси-
пативными системами или системами с рассеиванием энергии. Рассеи-
вание энергии связано с трением, которое пропорционально скорости 
перемещения точек системы. 

Уравнение движения Лагранжа для диссипативных систем имеет вид 
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,0=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

kkkk q
F

q
V

q
T

q
T

dt
d

&&
   (2.16) 

(∑ ν+ν+ν=
i

iziyix zyxF 222

2
1

&&& )где  – функция рассеивания энергии для 

всех точек системы, называемая диссипативной функцией Рэлея 
 ).альностипропорцион тыкоэффициен−ν z,,( yx νν

По аналогии с выражением для кинетической энергии диссипа-
тивная функция записывается в координатах конфигурации 

,k
i k

iik qqdF &&∑∑=
2
1     (2.17) 

 
где  – коэффициенты рассеивания энергии при действии сил сопро-
тивления. 

ikd

Практика применения уравнения движения Лагранжа к электро-
механическим системам показывает, что уравнение целесообразно за-
писывать в виде 
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,Λ=
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∂

+
∂
∂

−
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∂

kkk q
F

q
L

q
L

dt
d

&&
   (2.18) 

где  – обобщенные сторонние силы, воздействующие на систему. Λ
При поиске кинетического потенциала структуры системы можно 

установить факт существования или отсутствия зависимости потенци-
альной функции не только от значения координат, но и от скоростей и 
ускорений. 

Характер движения системы, динамическое равновесие которой 
описывается уравнением Лагранжа, будет зависеть от действия обоб-
щенной результирующей силы. Если последняя отсутствует, то систе-
ма находится или в состоянии движения под действием ранее прикла-
дывавшихся сил, или в состоянии установившегося равновесия. 

Распространяя положения аналитической динамики на электро-
механическую систему в виде синхронного генератора, приводимого 
во вращение двигателем, необходимо исследовать электромагнитное 
равновесие системы, обусловленное наличием контуров с электриче-
скими токами, и электромеханическое равновесие, обусловленное про-
явлением энергии двигателя генератора. 

Динамическое состояние всей системы в целом, рассматриваемой 
в качестве голономной системы, предоставленной самой себе (т. е. без 
учета действия внешних сил), может быть охарактеризовано кинетиче-
ским потенциалом ∑ ∑−= ,VTL  который будет определять кине-
тические и потенциальные энергии отдельных частей системы. 

Структура исследуемой системы позволяет разделить ее на три 
взаимосвязанные части: электрическую, представляемую электриче-
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скими контурами обмоток с внешними ЭДС, электромагнитную (или 
электродинамическую), представляемую электромагнитными полями 
указанных контуров, и механическую, представляемую вращающимся 
ротором генератора и вращающимися частями его двигателя. Очевид-
но, суммы кинетических и потенциальных энергий будут содержать 
соответствующие количества энергии в электрической, электромаг-
нитной и механической частях системы 

.и мм VVVVTTTT eiei ++=++= ∑∑  

Выбор координат исследуемой системы по ее структуре определит 
значения этих величин. 

 

Если геометрические обобщенные координаты системы суть 
 а электрические  то все возможные движения 

в генераторном агрегате будут описываться 

, ...,, mi qq , ...,, nj qq

nm +  уравнениями Ла-
гранжа. В правых частях этих уравнений будут располагаться обоб-
щенные силы, которые в данном случае представятся электродвижу-
щими силами в контурах обмоток и вращающими моментами, прило-
женными к валу ротора агрегата. 

Электромагнитное состояние синхронной машины определяется  
шестью обобщенными координатами  характери-

зующими количество протекшего электричества в шести контурах ма-
шины: в трех фазах статорной обмотки , в обмотке ротора 

,,,,,, rqrdrcba qqqqqq

)( cba ,, ( )r  
и в демпферной обмотке – в продольном  и поперечном ( )rd ( )rq  кон-
турах. 

Электромагнитная энергия контуров с током определяется формулой 
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( ),...,,, rqakjqqLiW kj
j k

jkj
j

je ==ψ= ∑∑∑ &&
2
1

2
1

k
k

jkk
k

jkj qLiL &

 (2.19) 

∑ ∑ , ==ψ (2.20) где 

jψ  – потокосцепления контуров синхронной машины;  – сила тока 

в -м контуре;  – коэффициенты электромагнитной самоиндукции 

и взаимоиндукции контуров. 

ki

k jkL

Электромагнитная энергия, как видно из формулы (2.19), является 
однородной квадратичной функцией контурных токов, и, следователь-
но, по теореме Эйлера имеет место равенство 

.
2
1∑ ∂

∂
=

j
j

j

e
e i

i
WW     (2.21) 
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Тождественность этой формулы с выражением (2.19) определяет 
соотношение 

.j
j

e

i
W

ψ=
∂
∂     (2.22) 

Теперь следует найти обобщенные силы Λ  электрических конту-
ров, пренебрегая незначительным емкостным эффектом в них. 

Если омические сопротивления контуров равны , а приложен-

ные напряжения  то работа напряжений в элемент времени  
с учетом потерь энергии на джоулево тепло в контурах определится 
выражением 

jkR

dt,jU

 
dtiiRdtiU kj

j k
jkj

j
j ∑∑∑ −  

или 

.j
j

k
k

jkj dqiRU∑ ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−  

Это выражение представляет собой работу обобщенных некон-
сервативных сил в электрической части системы ЭДСΛ  и, следова-
тельно, можно написать выражение для обобщенных сил в виде 

.ЭДС k
k

jkj qRU &∑  −=Λ

Подставляя полученные выражения электромагнитной энергии 
(2.22) и  в уравнение движения Лагранжа (2.9), имеем ЭДСΛ

.k
k

jkj
j qRU

dt
d

&∑−=
ψ

    (2.23) 

Эти уравнения движения Лагранжа для электрической части сис-
темы адекватны уравнениям равновесия электродвижущих сил в пяти 

 контурах машины. На основе теории двух реакций Блонделя 
они преобразуются в дифференциальные уравнения синхронной ма-
шины Парка–Горева. 

( rqaj ...,,= )
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§ 2.2. Уравнения Парка–Горева 
 
В соответствии с уравнениями Лагранжа (2.23) для контуров об-

моток синхронной машины можно записать систему уравнений, в ко-
торой первое уравнение дано для трех фаз обмоток статора, второе – 
для обмотки возбуждения, третье и четвертое – для обмоток демпфер-
ных контуров 

 

⎪
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⎫
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ψ

=+
ψ

=+
ψ

=−=+
ψ

.0
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rdrd
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kkk
k

ir
dt

d

ir
dt

d

uir
dt

d

cbakuir
dt

d

rqarqrdardacacbabaaa iLiLiLiLiLiL

   (2.24) 

Потокосцепление контура фазы «а» состоит из составляющих по-
токосцеплений вышеуказанных шести контуров машины, а именно: 

, (2.25) = + + +ψ вв

arqardaacab LLLLL ,,,, в

+ +

где  – коэффициент самоиндукции обмотки фазы «а» статора маши-
ны;  – соответственно коэффициенты взаимоин-

дукции обмотки фазы «а» с обмотками фаз «b», «c», с обмоткой возбуж-
дения и с продольным и поперечным контурами демпферной обмотки. 

aL

Аналогичные зависимости будут для потокосцеплений фаз «b», 
и «c» обмотки статора. 

Токи в фазах  могут быть выражены через токи продоль-
ного и поперечного контуров статора  (см. рис. 1.2) 

cba iii ,,

qd ii ,
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3
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qdb
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iii
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   (2.26) 

Также напряжения – через продольную  и поперечную  
составляющие 

cdu cqu
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  (2.27) 

и по аналогии потокосцепления в фазах 
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  (2.28) 

где потокосцепления продольного и поперечного контуров машины равны 

   (2.29) 

Производные потокосцеплений по времени из (2.28) для подста-
новки в уравнения (2.24) имеют вид 
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d
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d

dt
d
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d q
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d
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γψ−=
ψ sincoscossin . (2.30) 

После подстановки (2.30) и (2.26), (2.27) в первое дифференци-
альное уравнение (2.24) для фазы «а» имеем 
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Это равенство справедливо для любого момента времени при любом 
значении угла γ , а следовательно, чтобы оно удовлетворялось, коэффи-
циенты в круглых скобках при  должны быть равны нулю. γγ sinиcos
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Тогда получаем 
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где потокосцепления  определяются выражениями (2.29). По-
сле подстановки последних в (2.31) имеем 

qd ψψ и
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  (2.32) 

 угол При изменении скорости вращения поля cω γ  будет изме-
няться (рис. 2.1) и если ввести параметр s  – скольжение ротора отно-
сительно оси поля статора 

с

ср

ω

ω−ω
=s  

dt
dγ

=ω ри учесть, что , то имеем ( ) .1 сω+=
γ s

d
d  

t
 

d

γ 

q
θ 

«а» 

ωс 

ωp 

Рис. 2.1. Положение ротора и синхронной оси 
магнитного поля статора  

 

с

с

ω
ωТеперь, умножая левые члены первого уравнения (2.32) на , 

можно получить их в таком виде 
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  (2.33) 

)( с td
dp
ω

=  – оператор дифференцирования по синхронному времени. где 

Подобные зависимости получаются и для левых членов второго 
уравнения (2.32). Таким же образом преобразуются уравнения (2.24) 
для обмотки возбуждения и для демпферных контуров. 

В итоге имеем дифференциальные уравнения Парка–Горева [1, 2]: 
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 (2.34) 

где ,sinсс θ= uu d ,cosсс θ= uu q  
вc , uu  – напряжение на фазах обмотки статора и на обмотке ротора; 

 – напряжение сети, приложенное к продольному и поперечному 

контурам обмотки статора; 
qd uu cc ,

,c ddd iLu ,с rdrdrd iMu ′,с qqq iLu ω=  = ω ω=  

 – напряжение на индуктивных сопротивлениях в про-
дольном и поперечном контурах статорной и демпферной обмоток ма-

шины; 
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декременты продольных и поперечных контуров обмоток; 
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d

adg
μ′
μμ

=1
d

adg
μ
μμ′

=2,  – коэффициенты относительной взаимоин-

дукции; 
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rd

d
d LL

M 2
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=μ , 
rdd
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d LL

M 2

2
3 ′

=μ′ , 
rqq

rq
q LL

M 2

2
3

=μ , 
rdr

rd
a LL

M
=μ

qM rdM ′

 – ко-

эффициенты магнитной связи соответственно фаз обмоток статора 
с обмоткой возбуждения, фаз обмоток статора с демпферным продоль-
ным контуром, фаз обмоток статора с демпферным поперечным конту-
ром и обмотки возбуждения с демпферным продольным контуром; , 

, ,  – коэффициенты взаимоиндукции продольного и по-
перечного контуров обмотки ротора с контурами фаз обмотки статора, 
продольных контуров обмотки статора и демпферной обмотки, про-
дольного демпферного контура с обмоткой возбуждения; , , , 

 – составляющие токов в продольном и поперечном контурах ста-

торной и демпферной обмоток; , , , ,  – коэффициенты 

самоиндукции продольного и поперечного контуров обмотки статора, 
обмотки ротора, продольного и поперечного контуров демпферной 
обмотки; , , ,  – активные сопротивления фазы обмотки ста-
тора, ротора, продольного и поперечного контуров демпферной обмотки. 

dM

rdM

di rdiqi

rqi

dL rL rdLqL rqL

ar rr rdr rqr

 

При исследовании устойчивости параллельной работы, втягива-
ния в синхронизм, малых колебаний, то есть тех режимов, в которых 
движение ротора машины происходит в области, близкой к его устано-
вившемуся движению, уравнения Парка–Горева могут быть использо-
ваны в представленном виде. Но в электроэнергетических установках 
имеют место и переходные режимы, сопровождающиеся значитель-
ными колебаниями напряжения и частоты в сети. Сложность исследо-
вания таких режимов приводит к необходимости вводить дополни-
тельные ограничения в характеристики машин и устройств для пре-
одоления затруднений, возникающих при математическом описании 
и решении поставленных задач. 

Система уравнений переходного процесса синхронного агрегата, 
которая включает в себя все уравнения Парка–Горева синхронной ма-
шины, уравнения энергетического двигателя и их автоматических ре-
гуляторов напряжения и частоты, может быть решена только при по-
мощи вычислительных машин и принятых моделей элементов энерго-
систем и достоверность результата будет зависеть от правильности 
исходных данных. 
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Как показывают экспериментальные исследования, физические 
процессы в реальных электрических и энергетических машинах опре-
деляются, как правило, несколькими основными параметрами, осталь-
ные же параметры оказывают несущественное влияние. Поэтому по-
становка физической задачи в простой математической формулировке 
позволяет непосредственно изучать физический процесс, его особенно-
сти и, главное, установить при этом взаимосвязь явлений и параметров. 

 

Переходные процессы в синхронном генераторном агрегате, яв-
ляющемся электромеханической системой, взаимосвязаны, и в общем 
случае анализа должны одновременно рассматриваться и электромаг-
нитные, и электромеханические, и механические процессы, однако по 
изложенным причинам эти процессы изучаются отдельно с после-
дующим установлением взаимосвязи между ними. 

Рассматривая переходный процесс генератора при резком и зна-
чительном изменении реактивной нагрузки, когда магнитные потоки 
в машине также претерпевают значительные изменения, можно уста-
новить, что в данном случае решающее влияние на процесс оказывает 
обмотка ротора генератора. Поэтому в соответствии с динамическими 
свойствами машины, изменение потокосцеплений в машине будет оп-
ределяться параметрами обмоток ротора и статора, но с условием, что 
потокосцепления статорной обмотки, как принимается С.А. Лебеде-
вым и П.С. Ждановым [3], могут свободно изменяться. Это означает 
пренебрежение постоянной времени статорной обмотки. 

В ряде случаев демпферная обмотка по той же причине не оказы-
вает существенного влияния на исследуемый процесс, и потому этим 
влиянием в первом приближении можно пренебречь. 

Пренебрежение влиянием демпферной обмотки выражается нуле-
выми значениями параметров: ′,0=rdu
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 ,0=rqu  ,0=rdM  ,0=rqM  

 0.=rdM
При малых значениях активного сопротивления обмотки статора 

 имеет место  и при постоянной синхронной ско-

рости вращения 

0=ar 00 =ρ=ρ qd ,

.0=s  
Изложенные выше ограничения, налагаемые на характеристики 

синхронной машины, позволяют при исследовании электромагнитного 
процесса обратиться только к третьему уравнению Парка–Горева 

( ) вueppu rqrdd ρ= , μ + ρ +

которое после подстановки значений коэффициентов примет вид 

( ) ( ) ( )q
r

r
qddd eu

L
reix

td
d

−
ω

=+μ
ω в

сс
, 
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d

d
d x

x′
−=σ−=μ 11или, учитывая, что , имеем 

( ) .])([ в q
r

r
qddd eu

L
reixx

dt
d

−=+′−−    (2.35) 

Величина в квадратных скобках, как видно из векторной диа-
граммы рис. 1.3, является ЭДС за переходным продольным сопротив-
лением машины, 
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,qe′  а  – постоянная времени обмотки воз-

буждения при разомкнутой обмотке статора. 

1
0

1 −− = drr TLr

Из этого выражения можно получить формулу для расчета изме-
нения напряжения генератора при его автономной работе. 

Связь между напряжением на зажимах машины и ее ЭДС в любой 
момент времени может быть установлена при помощи формул (1.2), 
(1.3), (1.21), (1.22). 

Используя эти зависимости, можно получить из (2.35) основное 
уравнение для электромагнитного переходного процесса генератора, 
определяющее изменение его напряжения во времени [41], 

( ) ][ в.насв UtUkUk
dt

dU
−=+ 12 ,   (2.36) 

где  – зависимость изменения возбуждения генератора под дей-
ствием автоматической системы регулирования напряжения с начала 
нарушения режима генератора;  – часть напряжения возбужде-
ния, необходимая для «преодоления» насыщения стали, 

( )tUв

в.насU

генератора сногонеявнополюдля,

;генератора огоявнополюсндля,

−
ζ
ζ′

=
ζ′

=

−
ξ
ξ′

=
ξ′

=

0
2

0
1

0
2

0
1

dd

dd

T
k

T
k

T
k

T
k

  (2.37) 

Влияние насыщения следует учитывать при исследовании режима 
отключения индуктивной нагрузки (или включения емкостной). При 
расчете режима включения индуктивной нагрузки им можно пренебре-
гать с тем большим основанием, чем больше величина этой нагрузки. 

Коэффициенты  в формулах (2.37) представляют собой величи-
ну, обратную постоянной времени обмотки возбуждения генератора при 
замкнутой (на сопротивление нагрузки) обмотке статора. Эта постоян-
ная времени определяется соответственно для явнополюсного и неявно-
полюсного генераторов следующими формулами – см. (1.4), (1.22): 

2k
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   (2.38) 

Полученное уравнение описывает переходный процесс генерато-
ра при постоянной скорости вращения для случая внезапного включе-
ния любого вида нагрузки величиной , остающейся постоянной 
в течение всего процесса. 

нz

 

В первый момент нарушения режима напряжение и ток в цепи 
статора соответственно явнополюсного и неявнополюсного генерато-
ров определяются так 

,;

;;

нн
qq

qq

E
z

IE
z

I

EUEU

′ζ′
=′ξ′

=

′ζ′=′ξ′=

00

00

    (2.39) 

где , если нагрузка включалась на ненагруженный генератор, 

и 

1=′qE

п
qE

ξ′
=′

1
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 или 
п

qE
ζ′

=′
1 , если генератор имел предварительную на-

грузку и его напряжение поддерживалось номинальным; коэффициен-
ты ,  вычисляются по формулам (1.23) для параметров предвари-

тельной нагрузки. 

ξ′ ζ′

Значения напряжения и тока, определяемые по формулам (2.39), 
являются начальными условиями основного уравнения. 

Если в первый момент нарушения режима изменение напряжения 
и тока определяется параметрами нагрузки и генератора, то их после-
дующее изменение зависит от величины тока возбуждения генератора 
и его скорости вращения. Учет влияния этих факторов на переходный 
процесс имеет существенное значение. 
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§ 2.3. Уравнения движения Лагранжа для синхронной машины, 
ее кинетическая, потенциальная энергия 

и диссипативная функция 
 
Момент сил взаимодействия магнитных полей обмоток статора 

и ротора определяется выражением 

γ∂
∂

= eTM эл ,     (2.40) 

где  – энергия магнитных полей обмоток; eT  – угол поворота ротора. γ
Энергия магнитных полей синхронной машины, в свою очередь, 

определяется так 

 
kke iT ∑ψ=

2
1 ,     (2.41) 

где  – соответственно потокосцепления и токи всех шести кон-
туров машины. 

kk i,ψ

Для получения зависимости  от потокосцеплений и токов 
в продольной и поперечной осях машины следует подставить в (2.41) 
выражения для потокосцеплений трех фаз (2.28), (2.29) и выражения 
для токов (2.26). 

eT

После подстановки и преобразований получаем 

(2.42).3
2
3

233
2
32

222

вв
2
ввв

2

rqrqrqqrqqqrdrd

rdrddrdrddddde

iLiiMiLiL

iiLiLiiMiiMiLT

++++

+++++=
 

Выражение для электромагнитного момента определяется вычис-
лением частной производной (2.40) с учетом зависимости токов  
от угла 

qd ii ,
, т. е. γ
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где зависимости 

d
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q
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di
i

d
di

=
γ∂

−=
γ

,      (2.44) 

получены дифференцированием выражений для токов 
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Составляющие формулы (2.43) получаются, в свою очередь, диф-
ференцированием (2.42) по  и  di qi
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  (2.46) 

После подстановки в эти формулы зависимостей (2.29) имеем 

q
q

e
d

d

e

i
T

i
T

ψ=
∂
∂

ψ=
∂
∂

2
3,

2
3  

 
и тогда по формулам (2.40) и (2.43) получаем 

(
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После деления на единицу мощности iu
2
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( )

 это уравнение в отно-

сительных единицах с подстановкой (2.29) окончательно запишем 
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rdrdrd iMu сqqq iLu сω= вс iMe dq ω=где обозначено ω= ;  ; ω= ; 

; q
q

q i
x
u

= d
d

d i
x
u

=rqrqrq iMu сω= ; . 

Электромеханическое равновесие в синхронном агрегате зависит 
от вращающих моментов, обусловленных электродинамическим взаи-
модействием контуров статора и ротора. Обобщенной координатой 
может служить угол поворота вала ротора γ , отсчитываемый от оси, 
вращающейся в пространстве с синхронной скоростью. 

Определение кинетического потенциала этой части системы не-
посредственно из ее структуры сопряжено с большими затруднениями. 
Данная задача может быть просто решена при помощи указанных вы-
ше уравнений Парка–Горева для синхронной машины. Этот способ 
целесообразен и потому, что все конструктивные параметры машины 
в ее технической характеристике содержатся в коэффициентах уравне-
ний Парка–Горева. 

Динамическое равновесие синхронной машины, у которой ста-
торная обмотка включена на симметричное напряжение сети, а к валу 
ротора приложен вращающий момент, будет описано в уравнениях 
Парка–Горева, в соответствии со вторым законом Ньютона, так 
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с д.

с
с ,

M
M

M
M
JJ ==где  – соответственно момент инерции вра-

щающихся вместе с валом частей агрегата и вращающий момент на 
валу двигателя, приведенные к системе единиц, в которой за единицу 

мощности принята величина ;
2
3

ссω== MIUS aa   – номинальный 

электромагнитный вращающий момент при синхронной скорости вра-
щения ; в квадратных скобках – электромагнитный момент . 

сM

элMсω

 Очевидно, электромагнитный момент машины  в форме (2.47) 
отражает действующие на вал генератора вращающие моменты, обу-
словленные взаимодействием всех контуров обмоток с током. Подчерк-
нем, что вращающие моменты генератора уравновешиваются моментом 
инерции вращающихся частей агрегата и вращающим моментом энерге-
тического двигателя; каких–либо других моментов нет. Поэтому, если 
найти из выражения (2.47) вращающие моменты генератора в функции 
обобщенных координат, то тем самым будет определено выражение 
кинетического потенциала и обобщенных сил (моментов) в уравнении 
движения Лагранжа для электромагнитной части синхронного агрегата. 

элM

Электродинамические силы взаимодействия контуров с токами 
зависят, как видно из (2.47), от мгновенных значений переменных и не 
зависят от скорости их изменения. Поэтому искомые силы взаимодей-
ствия могут быть определены на основе уравнений (2.34) для устано-
вившегося режима, в котором производные переменные равны нулю. 

При постоянной величине скольжения общее решение дифферен-
циальных уравнений Парка–Горева будет описывать переходный зату-
хающий процесс с установившейся частью в виде постоянных и пе-
риодических функций, так как возмущающие систему функции в пра-
вой части уравнений содержат периодические и постоянный члены. 
Поэтому каждая из переменных величин системы уравнений в устано-
вившемся режиме будет представлена в форме 
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.sincos θ+θ+= 210 uuuu     (2.49) 
Если соответствующие выражения переменных подставить 

в уравнения (2.34), то сумма постоянных членов каждого уравнения 
и сумма коэффициентов при периодических функциях будут в отдельно-
сти равны нулю (для любого значения аргумента). В результате этой опе-
рации получаются системы уравнений, из которых находятся . 
Так, например, для постоянных членов система уравнений будет иметь вид 

210 uuu ,,
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Отсюда следует, что  и количество урав-
нений уменьшается до двух, описывающих режим машины без демп-
ферных обмоток (см. [10]) 

в,, ueuu qrqrd === 000 00
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Из этой системы находим 
( )

( )
( )

( )
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.   (2.50) , вв

qd

d
q

qd
d s

usu
s

usu
ρρ++

ρ+
=

ρρ++
+−

= 202

2

0 1
1

1
1

θ+θ=θ+θ= θθ sincos,sincos 222111 juueujuueu jj

Подобным способом определяются коэффициенты при периоди-
ческих функциях. Однако, следуя А.А. Гореву, целесообразно вос-
пользоваться приемом представления периодической части перемен-
ных в виде вещественных частей комплексов, а именно: периодиче-
ские слагаемые (2.49) можно представить в виде комплексных чисел 

 
или 

θ−θ=θ sincos 222 ujueju j , 
и тогда 

( ) .ReReResincos θθθ −=−=θ+θ jjj ejuuejueuuu 212121  
Например, для переменной  имеем du

θ=θ+θ j
ddd eSuu Resincos 21 ;21 ddd juuS −=, где  

для переменной  qu
θ=θ+θ j

qqq eSuu Resincos 21 ,21 qqq juuS −=, где  
и т. д. 

Возмущающие функции можно представить в виде 
Recos,Resin сссс

θθ =θ−=θ jj euujeuu .  
Подставляя эти комплексы всех переменных в систему (2.34) 

и выполняя дифференцирование, можно получить 
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(2.51) 

Здесь обозначено 
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 (2.52) 

 

Преобразование первых двух уравнений (2.51) позволяет полу-
чить более простую систему 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=+
=++
=++

=−++−

=+++−

,0
;0
;0

;0

;2

87

654

321

43

с21

qq

dd

dd

qdqd

qdqd

DmSm
DmRmSm
DmRmSm

jmDmDmRSkSk

ujDDRSkSk

;2 jk q −ρ=

  (2.53) 
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где   ;11 djk ρ+= ;3 djmk ρ−= )21( sm +−=  ;4 jmk q +ρ= ; 

 ;4 sjm dμ′=;1 sjm dμ= ;2 jsm r +ρ= ;13 sjgm = ;25 sjgm =    
   ;6 jsm rd +ρ= ;7 sjm qμ= .8 jsm rq +ρ=

Эта линейная неоднородная система уравнений решается относи-
тельно каждой переменной так 

[ ] [ ]
...,,,

cc Δ

Δ
=

Δ
Δ

= q
q

d
d

S
SSS    (2.54) 

[ ] [ ] ...,, qd SS ΔΔгде  – определитель системы, а cΔ  – определители, 
получаемые заменой столбца, составленного из коэффициентов при 
искомой переменной, столбцом свободных членов, т. е. 
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и, например, 

[ ] .

c

87

65

32

4

2

000
000
000

0
112

mm
mm
mm

jmmmk
jkU

Sd

−−
−

=Δ  

Раскрывая определители и вычисляя величины (2.54), можно 
в соответствии с принятыми равенствами (2.52) найти значения веще-
ственной и мнимой частей искомых переменных, а тогда сами пере-
менные будут равны 
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   (2.55) 

где значения  определены формулами (2.50), а значения , 

 и так далее при пренебрежении активными сопротивлениями 
обмоток статора выражаются через известные параметры машины 
с помощью формул 
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  (2.56) 

Здесь обозначено 
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Интересно сопоставить полученные значения с результатом 
А.А. Горева. Для машин без демпферной обмотки следует принять 

 разделить равенства (2.56) на декременты ,0== rqrd uu rqrd ρρ , , 

положить  (что соответствует разомкнутой демп-

ферной обмотке) и тогда система равенств (2.56) принимает вид 

∞=ρ∞=ρ rqrd ,
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Эти коэффициенты совпадают с коэффициентами А.А. Горева, опре-
делявшего в [10, с. 154] электромагнитные моменты машины без демп-
ферных контуров. 

Для синхронной машины с демпферной обмоткой формула элек-
тромагнитного момента в функции угла отклонения ротора определя-
ется подстановкой найденных значений переменных в формулу (2.47). 
Большое число переменных в рассматриваемой системе вызывает гро-
моздкие вычисления и преобразования. Эти операции могут быть зна-
чительно упрощены, если учесть, что конечной целью является полу-
чение зависимостей обобщенных электродинамических сил от угла 
поворота ротора машины. Для практического использования в уравне-
нии Лагранжа эти зависимости вычисляются с точностью до величин 
второго порядка малости. 

Действительно, так как обобщенные координаты  являются 
величинами первого порядка малости, то и дифференциальные урав-
нения движения составляют с точностью до величин первого порядка 
малости, однако, учитывая, что при дифференцировании по  и  
порядок малости понижается на единицу, значение кинетического по-
тенциала вычисляют с точностью до величин второго порядка малости. 
Следовательно, в процессе преобразования величинами  можно 
пренебречь, и тогда задача получения конечных результатов упрощается. 

kk qq &,

kq kq&

22 θ≡ &s

После подстановки переменных (2.55) в выражение электромаг-
нитного момента (2.47) получаются следующие зависимости. 
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Постоянные составляющие переменных величин определяют собой 
одну из составляющих общего электромагнитного момента генератора 
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При отдельно работающем агрегате это единственный момент ге-
нератора, уравновешивающий вращающий момент двигателя, так как 
остальные моменты при отсутствии внешнего напряжения сети не про-
являются. Величина момента  зависит от скорости вращения, 
а последняя определяется степенью неравномерности характеристики 
регулятора энергетического двигателя. При астатическом регулирова-
нии агрегата с помощью двухимпульсного регулятора, который обес-
печивает генератору синхронную скорость вращения, рассматривае-
мый момент равен 

гM
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После преобразований эту формулу можно представить в виде 
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где напряжение возбуждения обозначено равным ему в системе относи-
тельных единиц стационарным значением синхронной ЭДС. Если счи-
тать, что в значения сопротивлений генератора входят сопротивления 
нагрузки , то после подстановки получаемого из (1.2) выражения 
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формула момента примет вид 
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Следовательно, численное значение рассматриваемого момента оп-
ределяется энергией, рассеиваемой на активном сопротивлении обмотки 
статора генератора и во внешнем сопротивлении нагрузки. При коротком 
замыкании, когда внешняя нагрузка равна нулю, вся энергия генератора 
превращается в джоулево тепло, выделяемое в обмотках статора. 
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Заметим, что величина электромеханического момента нагрузки 
автономно работающего генератора не зависит от параметров демп-
ферной обмотки и поэтому формула (2.57), полученная из общих 
уравнений синхронной машины, совпадает с формулой, выведенной 
А.А. Горевым [10] для момента машины без демпферных обмоток, 
который назван им моментом короткого замыкания. Если сопротивле-
нием статорной обмотки пренебрегают, то величина этого момента 
становится равной нулю. 

 

Электромагнитный момент машины, включенной на внешнее на-
пряжение сети и имеющей демпферную обмотку, определится при по-
мощи подстановки периодических составляющих переменных (2.55) 
в формулу (2.47). После преобразований, в процессе которых пренеб-
регаем обобщенной координатой второго порядка малости, можно 
увидеть, что если не учитывать активное сопротивление обмотки ста-
тора, то электромагнитный момент машины состоит из двух состав-
ляющих, одна из которых зависит от значения обобщенной координа-
ты, а другая – от производной этой координаты 
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.)()( acэл θ+θ= &MMM  
Указанные составляющие через параметры машины имеют сле-

дующие выражения: 
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Сравнение выражения первой составляющей момента с равенст-
вом (1.18) свидетельствует о том, что эта составляющая является син-
хронным моментом явнополюсной машины. При отсутствии внешнего 
напряжения ( 0с )=U  данный момент равен нулю, при отсутствии воз-
буждения ( )00 =qE  момент отличен от нуля вследствие разных сопро-
тивлений в продольной и поперечной осях машины. У неявнополюс-
ного генератора синхронный момент исчезает при отсутствии как 
внешнего напряжения, так и возбуждения. 

Вторая составляющая электромагнитного момента представляет 
собой асинхронный момент, ибо при отсутствии скольжения произ-
водная обобщенной координаты равна нулю (так как ) и эта 
составляющая момента исчезает; равным нулю асинхронный момент 
становится и при отсутствии внешнего напряжения. Если машина 
 

sсω=θ&
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не имеет демпферной обмотки, численное значение асинхронного мо-
мента уменьшается до величины 

,sin2

с

2
с

а θθ
ωρ

μ
= &

dr

d

x
UM  

обусловленной наличием продольного контура обмотки возбуждения; 
при разомкнутой обмотке возбуждения ( )∞=ρr  этот момент исчезает. 

Асинхронный момент малой величины при указанных условиях 
может иметь место за счет взаимодействия токов, наведенных в сталь-
ной конструкции вращающегося ротора, с магнитным полем статора. 
Здесь это явление не рассматривается. 

 

Формулу асинхронного момента машины с демпферными обмот-
ками можно преобразовать к виду 
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Отсюда видно, что асинхронный момент имеет постоянную со-

ставляющую и периодическую, меняющуюся с периодом .
сsω
π  

Общий электромагнитный момент синхронной машины (2.47) 
формально будет состоять из трех составляющих: момента потерь 
(2.59), синхронного (2.61) и асинхронного (2.63) моментов. После под-
становки этих составляющих в общее уравнение динамического рав-
новесия машины (2.48) последнее получает такую форму 
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Это уравнение справедливо для случая движения ротора син-
хронной машины, к статорной обмотке которой приложено напряже-
ние внешнего источника энергии. В установившемся движении 

  и уравнение 00 =θ=θ &&& ,,0θ=θ
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отражает режим работы машины с синхронной скоростью. Первый член 
пропорционален потерям в активном сопротивлении статора, а член 
в квадратных скобках соответствует мощности, отдаваемой в сеть. 

Автономная работа машины происходит при отсутствии напря-
жения внешнего источника энергии. Движение ротора в этом случае 
описывается уравнением 

,
)(

)(
дс

2
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ннн

н
2
н

2
н

с ME
rxx

rrx
J q

aqd

aaq =
+

+
+θ&&   (2.65) 

где второй член соответствует моменту сопротивления на валу генера-
тора при наличии нагрузки. 

 

В случае параллельной работы машины с сетью бесконечной мощ-
ности или с другими генераторами величиной момента потерь можно 
пренебречь (при обычных параметрах машины, величина его составляет 
не более 5 % номинального значения), и уравнение (2.64) примет вид 
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Все приведенные выше уравнения неустановившегося движения 
ротора машины являются нелинейными дифференциальными уравне-
ниями второго порядка, исследование и решение которых в общем 
виде без привлечения методов линейной аппроксимации невозможно. 
Но исследование колебательного движения машины около положения 
установившегося движения и устойчивости движения в заданном ре-
жиме может быть осуществлено при помощи указанных уравнений, 
если их представить в вариациях [35]. 

В соответствии с правилами вариационного исчисления послед-
нее уравнение движения запишется так 
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а затем, после варьирования 

[ ] дс.00
с

2
с

0

2
с

0000
с

с

)2cos2(cos)()(
2

2cos
)(

)cos(sin

Mpprrprr
x

U

xx
Uxx

EE
x
UJ

qdqd
d

qd

qd
qq

d

δ=θδθ+δθθ−−δθ+
ω

+

+δθθ
−

+δθθ+δθ+θδ &&

 

Центр подготовки кадров энергетики www.cpk-energo.ru 
Санкт-Петербург  (812) 556-91-85 
 

55



Мелешкин Г.А., Меркурьев Г.В.Устойчивость энергосистем. Книга 1. 
Глава 2. Движение синхронной машины с позиции аналитической динамики 56 

Заменяя символ вариации  на символ малого отклонения δ Δ  
и учитывая, что начальный режим является установившимся, т. е. 

 получаем следующее уравнение движения в вариациях: ,00 =θp
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Вращающий момент сопротивления на валу машины, пропорцио-
нальный отклонению ЭДС ,qEΔ

 

 характеризует в уравнении вариаций 
изменение величины нагрузки вследствие изменения крутизны угло-
вой характеристики машины под влиянием регулируемого возбужде-
ния. Если не предполагается регулирование возбуждения машины, то 

 и в уравнении (2.67) соответствующая составляющая элек-
тромеханического момента исчезает. 

,0=Δ qE

Синхронная машина, включенная на энергосистему, при внезап-
ном изменении режима и при устойчивости движения совершает коле-
бательные движения около нового устанавливающегося положения. 
Во вращающейся с синхронной скоростью системе координат машину 
можно представить в виде динамической системы, обладающей инер-
ционными, упругими связями и свойствами рассеивать энергию. 

Опираясь на такое представление, можно найти аналогию между 
структурой общего уравнения движения Лагранжа (2.18) и получен-
ным уравнением движения синхронной машины (2.67) в вариации- 
ях [41]. Так, можно записать выражения для кинетической энергии, 
потенциальной энергии, диссипативной функции и обобщенных сил 
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По аналогии с уравнениями аналитической динамики в эти равен-
ства можно ввести: коэффициент жесткости, называемый здесь коэф-
фициентом синхронной жесткости или просто синхронной жесткостью, 

0

2
с

0
0с 2cos

)(
cos θ

−
+θ=

qd

qd

d

q

xx
Uxx

x
EU

C ,   (2.69) 

коэффициент рассеяния, называемый здесь демпферным коэффициентом, 

[ ]0

2
2

2
θ−−+

ω
= cos)()(

с

с
qdqd

d
rrrr

x
UD    (2.70) 

и дополнительно ввести коэффициент влияния возбуждения 

 
.sin 0

с
в θ=

dx
UC      (2.71) 

Следовательно, кинетическая энергия, потенциальная энергия 
и диссипативная функция для синхронной машины в рассматриваемых 
условиях будут соответственно равны 
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  (2.72) 

В принятых условных обозначениях уравнение движения син-
хронной машины в вариациях (2.67) примет вид уравнения движения 
Лагранжа 

   (2.73) 

где  – момент сопротивления на валу генератора, обу-

словленный изменением его возбуждения. 
qECM Δ=Δ вг

Момент инерции  вычисляется для всего агрегата в целом 
с учетом вращающихся вместе с валом частей генератора и двигателя.  

сJ

Синхронная жесткость , как видно из формулы (2.69), пред-
ставляет собой величину «синхронизирующей мощности», вычислен-
ную для координаты 

C

 по угловой характеристике машины (рис. 2.2, а) 0θ

.tg
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Демпферный коэффициент , определяемый выражением (2.70), 
представляет собой тангенс угла наклона касательной к характеристи-
ке демпферного момента машины (рис. 2.2, б) 
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Рис. 2.2. Графики вращающих моментов синхронного генератора: 
а – характеристика синхронного момента (угловая характеристика при 1=qE ); 

б – характеристика асинхронного момента 

θ0 

 
 
Электромашиностроительные заводы рассчитывают характери-

стику демпферного момента генератора в зависимости от скольжения, 
которая может быть использована для вычисления демпферного коэф-
фициента. Для режима машины с постоянным скольжением демпфер-
ный коэффициент остается неизменным. При этом среднее значение 
демпферного момента за период скольжения определяется постоянной 
составляющей выражения (2.70), ибо среднее значение второй, перио-
дической составляющей в этом выражении (меняющейся с периодом 

)
сsω
π  за один оборот ротора равно нулю. Величина демпферного ко-

эффициента у машины, ротор которой движется около положения ус-
тановившегося равновесия, должна определяться непосредственно по 
графику демпферного момента для нулевого значения скорости изме-
нения угла вылета ротора. 

Центр подготовки кадров энергетики www.cpk-energo.ru 
Санкт-Петербург  (812) 556-91-85 
 

58



Мелешкин Г.А., Меркурьев Г.В.Устойчивость энергосистем. Книга 1. 
Глава 2. Движение синхронной машины с позиции аналитической динамики 59 

Уравнение движения (2.73) позволяет иллюстрировать режим 
синхронного генераторного агрегата в виде механической конструк-
ции, показанной на рис. 2.3. Маховик с моментом инерции  пред-
ставляет собой вращающиеся массы синхронного агрегата, демпфер-
ный эффект показан элементом трения ; синхронная жесткость  
являет собой синхронную связь агрегата с энергосистемой 

сJ

D C
( )∞=эJ  по 

линии электропередачи; к валу маховика приложены вращающий мо-
мент со стороны энергетического двигателя ( )дсMΔ  и момент сопро-
тивления со стороны генератора ( )гсMΔ ; колебания маховика пред-
ставлены углом  .θΔ

 
  
∆Мдс 

Рис. 2.3. Механический аналог синхронного агрегата, 
включенного на шины энергосистемы 

∆Мгс

D

C
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Iэ = ∞Jс

∆θ

 
 
При колебаниях ротора около его положения в установившемся 

режиме величина электромагнитного момента изменяется в зависимо-
сти от частоты и амплитуды колебаний. Анализ больших качаний 
(свыше 30 эл. град.) и динамической устойчивости синхронной маши-
ны в этих условиях при помощи эллиптических функций Якоби и Вей-
ерштрасса приведен в работе Е.Я. Казовского [16]. Этот метод в случае 
представления электромагнитного момента машины в виде двух со-
ставляющих не может быть использован, так как следует определить 
влияние частоты отдельно на величину каждой составляющей момен-
та. При малых колебаниях ротора основное влияние на величину элек-
тромагнитного момента машины оказывает частота колебаний, и по-
этому для отыскания искомых зависимостей можно воспользоваться 
методом Б. Адкинса [14]. 

Если считать, что ротор испытывает синусоидальные колебания 

с частотой 
π

ω
2
к , то при указанном движении ротора изменение син-

хронной жесткости машины и демпферного коэффициента в общем 
виде может быть наиболее просто установлено при помощи оператор-
ных уравнений Адкинса для синхронной машины 
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где операторные сопротивления означают 
( ) (

 
)

( ) ( )
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Входящие в эти формулы постоянные времени приведены в табл. 2.1. 

Таблица 2.1 

Обозначение постоянных времени Постоянные времени по продольной оси по поперечной оси 
Переходная ненагружен-
ной машины 

0dT ′  – 

0d
d

d
d T

x
xT ′
′

=′
Переходная при коротком 
замыкании  – 

Сверхпереходная нена-
груженной машины 0qT ′′  0dT ′′  

d

dd

d

d
d T

TT
x
xT

′
′′′′′

=′′ 00Сверхпереходная при ко-
ротком замыкании 0q

q

q
q T

x
x

T ′′
′′

=′′  

Демпферной обмотки, 
обусловленная индуктив-
ностью рассеяния rd

rd
rd r

xT
ω

=  – 

 
Пренебрегая активным сопротивлением обмотки статора машины 

и считая возбуждение постоянным, можно получить из системы урав-
нений (2.76) выражения для синхронной жесткости  и демпферного 
коэффициента  в зависимости от частоты колебаний 

C
D . кω
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Варьируя указанную систему уравнений с учетом того, что 
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 на знак малого отклонения , имеем и заменяя знак вариации δ Δ

 

( ) ( )
( )
( )
( ) ⎪

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

Δ=ωψΔ−Δψ−ψΔ+Δψ+

+θΔψ−ψ−

θΔψ−ψΔω=Δ

θΔψ−ψΔω=Δ+Δ

θΔθ−=ψΔ+θΔψ+ψΔω−

θΔθ=θΔψ−ψΔω+ψΔ

.

;
;

;sin

;cos

эл00000

0000

000

00в00

000

000

Miiii

pii

pipx
pUpGipx

Upp

Upp

qddqdqqd

dqqd

qqqq

dddd

qdd

qqd

 (2.77) 

Подставляя в первое уравнение этой системы четвертое, а во вто-
рое – третье получим следующие выражения: 

( )
( ) ( ) .sin

;cos

0в00

00

θΔθ−=Δ−Δ−ψΔ
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θΔθ=Δ+ψΔ

UUpGipxp

Uipxp

ddq

qqd   (2.78) 

Из этих выражений определяются отклонения составляющих тока 
статора 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

Δ−ψΔ+θΔθ
=Δ

ψΔ−θΔθ
=Δ

.
)(

)(sin

;
)(

cos

0

в00

0

0

px
UpGpU

i

px
pUi

d

q
d

q

d
q

  (2.79) 

Далее величины установившегося режима определяются из (2.76) 
для значения 0=p  

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

ψω=
ψω=+
θ=ψω−

θ=ψω

.
;

;cos

;sin

000

00в00

000

000

qqq

ddd

d

q

ix
Uix

U

U

    (2.80) 

0000 qdqd ii ,,, ψψЕсли из этой системы уравнений найти значения  

и подставить их в первое слагаемое для  системы (2.77), то полу-
чим формулу 

элMΔ

,)(
0

0
0000 θΔ

ω
=θΔψ−ψ pPpii dqqd  
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( )
.2sin

2
sin 0

2

0
0

0 θ
−

+θ=
qd

qd

d

q

xx
Uxx

x
UE

Pгде  

Выражения второго слагаемого для  находятся следующим 
образом: первые два уравнения системы (2.77) представляются в виде 
комплексных чисел (с заменой оператора  на 

элMΔ

p кωj ) с подстановкой 
значений установившегося режима  из (2.80), а именно: 00 , dq ψψ

( )
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( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θω−θωθΔ
ω

=ψΔω−ψΔω

θω+θωθΔ
ω

=ψΔω+ψΔω

.sincos

;cossin

кк

кк

000
0

0

000
0

0

jUj

jUj

dq

qd

 

Из этих равенств комплексных чисел можно составить равенства 
вещественных и мнимых величин 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

ψΔω=θΔθθΔθ
ω

=ψΔ

ψΔω=θΔθθΔθ
ω

=ψΔ

.sin;cos

;cos;sin

dq

qd

UU

UU

000
0

000
0

( )

  (2.81) 

Подставляя эти величины в выражения для отклонений токов 
(2.79), имеем 

( )
( )
( ) ⎪

⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

Δ
ω
ω

−θΔ
ω

ρ
=Δ

θΔ
ω

ρ
=Δ

ϕ−

ϕ−

,

; 

в
к

к

к

к

к

к

к

к

U
jx
jG

jx
eUi

jx
e

Ui

dd

j
d

d

q

j
q

q

d

q

  (2.82) 

где 

.
sin
cosarctg;cossin

;
cos
sinarctg;sincos

00

0к
к0

2
2

0

к
0

2
к

00

0к
к0

2
2

0

к
0

2
к

θω
θω

=ϕθ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω
ω

+θ=ρ

θω
θω

=ϕθ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ω
ω

+θ=ρ

dd

qq

 

При обычном соотношении круговых частот кω>>ω0  можно 
принять  .0, 0, sin, cos кк0к0к =ϕ=ϕθ=ρθ=ρ dqdq
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Тогда выражения (2.82) для отклонения токов упрощаются 

( )

( )
( )
( ) ⎪

⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

Δ
ω
ω

−θΔ
ω
θ

=Δ

θΔ
ω
θ

=Δ

.sin

;cos

в
к

к

к

к

U
jx
jG

jx
Ui

jx
Ui

dd
d

q
q

   (2.83) 

Наконец, подставляя эти зависимости и величины  

из (2.80) во второе слагаемое для 
0000 ,,, dqdq ii ψψ

элMΔ  системы (2.77) и, полагая воз-
буждение постоянным ( 0=Δ вU ), получим уравнение для электромаг-

нитного момента ωω ω+=
θΔ

Δ DjСМ эл

 

, в котором выражения для иско-

мых значений синхронной жесткости и демпферного коэффициента 
в функции частоты колебаний имеют вид 

(2.84);cossincoscos

sincoscos

0
2

0
2

0
2

0
2

2
0

0

⎥
⎥
⎦

⎤

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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+
ν
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−
⎢
⎢
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⎡
⎟
⎟
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⎜
⎝
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+

θ
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d
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.sinsinsincos
ω ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

ν
ϕθ

+
ν

ϕθ
=

dd

d

qq

q

xx
UD 0

2
0

2
2    (2.85) 

Здесь величины  зависят от частоты колебаний ротора  кωqdqd ϕϕνν ,,,

.arctgarctg
;)arctgarctg(arctgarctg

;
1
1

;
)1()1(
)1()1(

0кк

0к0ккк

2
0

2
к

22
к

2
0

2
к

2
0

2
к

22
к

22
к

qqq

ddddd

q

q
q

dd

dd
d

TT
TTTT

T
T

TT
TT

′′ω−′′ω=ϕ

′′ω+′ω−′′ω+′ω=ϕ

′′ω+

′′ω+
=ν

′′ω+′ω+

′′ω+′ω+
=ν

  (2.86) 

Графики, иллюстрирующие изменение синхронной жесткости 
и демпферного коэффициента в зависимости от частоты колебаний, 
построены на рис. 2.4 по формулам (2.84) и (2.85) для конкретной ма-
шины мощностью 150 кВт при 750 об/мин. 

При отсутствии колебаний, когда 0к =ω  и коэффициенты будут 
 величина синхронной жесткости равна  ,0,0,1,1 =ϕ=ϕ=ν=ν qdqd

9,12coscos 0
2
с

0с =θ
−

+θ= U
xx
xx

x
EU

C
qd

qd

d

q , а демпферный коэффициент 

 – т. е. значение при синхронном режиме генератора. Для номи-0=D
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o300 =θнального режима этого генератора угол  и, следовательно, 
1

0

с радэл92,1
52,0
1 −⋅==

θ
=

MC

0к =ω

 

, что совпадает с величиной С на рис. 2.4 

для . 
Таким образом, при установившихся колебаниях ротора синхрон-

ной машины около положения равновесия ее синхронная жесткость 
и демпферный коэффициент в уравнении движения Лагранжа изменя-
ются в зависимости от частоты колебаний. При известной частоте ко-
лебаний они могут быть определены с помощью выведенных формул, 
а при известной частоте периодических возмущающих сил – путем 
последовательных приближений. 

 

ωк, с –10 40 80 120

1 

2 

4 

ωк Dω, Сω, эл. рад –1

6 

5 

Рис. 2.4. Влияние изменения частоты установившихся 
колебаний ротора на синхронную жесткость и демпферный 

коэффициент синхронного генератора 

160 200 240 280

3 

Сω

ωк Dω

 
 
Для машин без демпферной обмотки упрощенные формулы, не 

учитывающие влияние частоты колебаний, обеспечивают достаточную 
точность расчета при малой частоте колебаний, так как демпфирую-
щее действие обмотки возбуждения невелико. Однако, если имеет ме-
сто значительный демпферный эффект, обусловленный демпферной 
обмоткой или вихревыми токами в массивных стальных частях ротора, 
или колебания происходят при достаточно высокой частоте, то эти 
формулы приводят к большой погрешности. 
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Уравнение Лагранжа для синхронной машины (2.73) справедливо 
в случае включения последней на шины энергосистемы, напряжение 
которой практически сохраняется неизменным. В автономных элек-
троустановках, как известно, напряжение не является постоянным. 
Поэтому 
в упомянутом уравнении, строго говоря, напряжение будет такой ве-
личиной, которая зависит от возбуждения не только данного генерато-
ра, но и генераторов, включенных вместе с ним на параллельную рабо-
ту. Зависимость напряжения от ЭДС, например, -го генератора будет 
определяться формулой (1.2). После подстановки этой зависимости 
в уравнение движения синхронной машины (2.67) и соответствующего 
варьирования можно получить уравнение движения Лагранжа в вариа-
циях с учетом взаимного влияния возбуждения генераторов. 

k

Однако, как показывает опыт многочисленных эксперименталь-
ных исследований параллельной работы синхронных машин с автома-
тическим регулированием напряжения, в автономных электростанциях 
изменение напряжения при всех зарегистрированных размахах коле-
баний роторов машины не превосходит 2 %. Это объясняется тем, что 
при колебаниях роторов системы автоматического регулирования 
обеспечивают требуемое регулирование напряжения, а результирую-
щие магнитные потоки в машинах сохраняются неизменными. Поэто-
му с целью получения простых зависимостей при исследовании парал-
лельной работы генераторов с автоматическим регулированием, мож-
но считать напряжение на шинах электростанции постоянным. Тогда 
уравнение движения Лагранжа отдельной машины (2.73) может быть 
распространено и на другие, параллельно включенные с нею машины. 

Колебательное движение роторов двух параллельно включенных 
машин около положения установившегося равновесия, или, иначе, от-
носительно вектора, вращающегося с синхронной скоростью, может 
иметь амплитуду различной величины, но отклонения роторов должны 
быть в противофазе. В противном случае синхронное вращение машин 
будет нарушено, и их скорость вращения будет либо увеличиваться, 
либо уменьшаться. 

Следовательно, потенциальная энергия двух параллельно вклю-
ченных машин, обладающих синхронными жесткостями  и , при 
отклонении координаты 

1C 2C
 соответственно на величины  и θ 1θΔ 2θΔ  

определяется суммой 

( ).
2
1 2

22
2
11 θΔ+θΔ= CCV  
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Если обозначить эквивалентную синхронную жесткость между 
машинами через , то учитывая противоположные знаки прираще-
ний, получим равенство 

12C

( ) .2
22

2
11

2
2112 θΔ+θΔ=θΔ+θΔ CCC  

Отсюда 

( )221

2
22

2
11

12
θΔ+θΔ

θΔ+θΔ
=

CCC  

и так как по условиям колебаний 
,2211 θΔ=θΔ CC  

 
то эквивалентная жесткость между двумя параллельно включенными 
машинами определится формулой 

.
21

21
12 CC

CCC
+

=      (2.87) 

Интересные результаты дает простой анализ этого равенства: ес-
ли одна из синхронных жесткостей равна нулю, эквивалентная жест-
кость также равна нулю, т. е. при исчезновении синхронной связи 
у одного из генераторов общая связь – синхронизм – нарушается; при 
увеличении одной из синхронных жесткостей до бесконечности экви-
валентная жесткость становится равной синхронной жесткости одной 
машины; наконец, если обе синхронные жесткости равны между со-
бой, что соответствует случаю параллельной работы однотипных ге-
нераторов с равномерным распределением нагрузки, эквивалентная 
жесткость между ними уменьшается в два раза. 

При колебаниях роторов параллельно включенных машин отно-
сительное перемещение роторов будет равно алгебраической сумме 
скоростей приращений углов. Например, для двух машин в момент 
расхождения роторов сила сопротивления движению первой машины 
будет равна 
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( )211 θΔ+θΔ &&D ( )[ ], а второй – 212 θΔ+θΔ− &&D , при встреч-
ном движении роторов сила сопротивления движению первой машины 
равна ( )[ ]212 θΔ−θΔ− &&D( )211 θΔ−θΔ &&D , а второй – . 

Таким образом, колебательные движения, например, двух син-
хронных агрегатов, включенных на параллельную работу, могут быть 
описаны следующей системой уравнений: 

(( ) )
( ) ( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

Δ−Δ=θΔ−θΔ−θΔ−θΔ−θΔ

Δ−Δ=θΔ−θΔ+θΔ−θΔ+θΔ

.

;

гд2

гд1

2212211212

1211211211

MMDCJ

MMDCJ
&&&&

&&&&
 (2.88) 
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В итоге полученный результат можно распространить на групп- 
пу т синхронных машин, включенных на параллельную работу. В соот-
ветствии с формулами аналитической динамики (2.6), (2.11), (2.17) для 
всей группы т агрегатов, структурные схемы которых удовлетворяют 
принятым здесь условиям, могут быть определены выражения кинети-
ческой и потенциальной энергий, а также диссипативной функции 
в зависимости от обобщенной координаты – угла вылета роторов [41] 

( )22
22

2
11 ...

2
1

2
1

mmji
i j

ij JJJJT θΔ++θΔ+θΔ=θθ= ∑∑ &&&&& ; (2.89) 
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где синхронные жесткости и демпферные коэффициенты определяют-
ся в общем случае соответственно по формулам (2.69), (2.70), (2.87). 
(Механическим аналогом группы m генераторных агрегатов может 
служить группа m зубчатых колес, объединенных в своем движении 
планетарным редуктором). 

Таким образом, группа т параллельно включенных синхронных 
агрегатов может быть описана т уравнениями движения Лагранжа 
(2.18) в вариациях с учетом действия обобщенных сил 

( ....,,гд mjMMFVT
dt
d

jj
jjj

1=Δ−Δ=
θΔ∂

)∂
+

θΔ∂
∂

+
θΔ∂

∂
&&  (2.92) 

Отсюда видно, что устойчивое колебательное движение машин 
будет зависеть от характера изменения вращающего момента двигате-
лей и момента сопротивления генераторов. У агрегатов с поршневыми 
двигателями колебания могут быть вызваны иррегулярностью вра-
щающего момента двигателя и автоколебаниями автоматических регу-
ляторов скорости и напряжения; у агрегатов с роторными двигателями 
колебания преимущественно могут быть вызваны автоколебаниями 
указанных автоматических устройств, так как вращающий момент по-
добных двигателей является постоянным. 
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Иррегулярность вращающего момента и колебания в системах ре-
гулирования могут вызвать вынужденные колебания агрегата, и в слу-
чае равенства частоты собственных колебаний с частотой возмущаю-
щих воздействий могут иметь место резонансные явления, сопровож-
дающиеся возрастанием амплитуды колебаний. 

При анализе синхронной связи параллельно включенных генера-
торов встречается необходимость установить влияние реактивного 
и активного сопротивлений на величину синхронной жесткости. 

Последняя в общем виде определяется формулой (2.74) по угло-
вой характеристике. Принимая во внимание общую зависимость син-
хронной мощности машины от угла вылета ротора (1.17), можно по-
добно (2.69) получить общую формулу синхронной жесткости 
 {
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,,, лллллл rrrxxxxxx aaqqdd +=+=+=  
где индексом «л» отмечены активное и реактивное сопротивления, 
включенные между шинами и выводами статора генератора. 
 


